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１．研究目的 

テンソルネットワーク(TN)スキームとは,	多体問題をテンソルネットワーク形式に

よって定式化し,	高精度解析を行う一群の理論的・計算手法的枠組みである.	既存の

数値計算手法(モンテカルロ法など)と異なり,	(i)グラスマン数を直接扱えること,	

(ii)計算コストの体積依存性が対数的であること,	(iii)原理的に符号問題・複素作

用問題がないこと,	などの魅力的な特徴を有している.	本研究の目的は,	TN スキーム

におけるラグランジアン形式に基づくアプローチの一つであるテンソル繰り込み群を

発展させ,	4次元格子 QCD 計算に適用可能なアルゴリズムを開発することである.	現

在までのところ 2次元格子 Schwinger	モデル(2 次元格子 QED)の解析に成功しており,	

今後の課題として,	(i)非可換ゲージ理論への拡張,	(ii)高次元モデルへの応用,	

(iii)物理量計算のための手法開発,	(iv)素粒子論的に興味深い低次元モデルへの応

用,	という 4つの課題が挙げられる.	

 
２．研究成果の内容 

平成 29 年度は, 主に課題(iii)物理量計算のための手法開発に注力した. 具体的には, 
前年度開発したグラスマン高次テンソル繰り込み群を用いたフェルミオングリーン関

数の計算手法の開発に取り組んだ. 計算手法の有効性を確かめるために, 3 次元自由
Wilsonフェルミオン系でのフェルミオン 1 点関数と 2点関数の計算を行い, 解析解と
の比較を試みた. 図 1(左)は, 2563格子サイズにおけるフェルミオン 1 点関数と解析解
との比較を Wilson フェルミオンの質量パラメータ m の関数としてプロットしたもの
である. Dcutはグラスマン高次テンソル繰り込み群において計算精度をコントロールす

るパラメータであり, 原理的に Dcut が大きいほど数値精度が向上する. ここでは, 
Dcut=14〜22を採用した. m=2での相対誤差は 0.1%程度であるが, m=0の近傍では 5%
程度の誤差であり, 質量が小さくなるに誤差が大きくなっていくことがわかる. この
ことから, 計算手法の正しさは実証できているが, 今後質量が軽い領域における計算
精度向上のための改良策が必要と考えられる. また, 図 1(右)は, 2563 格子サイズにお
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けるフェルミオン 2 点関数と解析解との比較を距離 R の関数としてプロットしたもの
である. R=4程度までは良い精度で解析解を再現できていることがわかる. R=8では解
析解からのズレが確認されるが, そもそも R=8 では 2 点関数の値そのものが非常に小
さいため, 高精度計算が難しいと考えられる.  

   

図 1: 2563格子サイズにおける 3次元自由Wilsonフェルミオン系のフェルミオン 1点
関数(左)と 2点関数(右). 左図の横軸mはWilsonフェルミオンの質量パラメータ. 右
図の横軸 Rは 2点関数における相対距離. 
 

３．学際共同利用として実施した意義 
TNスキームに基づくアルゴリズムでは, 一般に, 特異値分解に基づいた重要度の高
い自由度の選択とブロック変換の一種による疎視化を組み合わせた手続きを反復する. 
計算コストの最も重い部分は, 疎視化過程におけるテンソルの縮約計算であるが, こ
の計算については, HA-PACSの演算加速機構である GPUや COMAの演算加速機構
である KNCを用いて密行列積演算として高速に実行することが可能である. そのた
め, 本学際共同利用におけるHA-PACSや COMAの利用は, TNスキームに基づく数
値計算にとって極めて有用である. 
 

４．今後の展望 
	 引き続き, (i)非可換ゲージ理論への拡張, (ii)高次元モデルへの応用, (iii)物理量計算の
ための手法開発, (iv)素粒子論的に興味深い低次元モデルへの応用, という 4 つの方向
性で研究開発を継続していく. 
 

５．成果発表 
(1) 学術論文 

“Tensor Network Formulation for Two-Dimensional Lattice N=1 Wess-Zumino 
Model”, 
Daisuke Kadoh, Yoshinobu Kuramashi, Yoshifumi Nakamura, Ryo Sakai, 

A. Free energy

We first present the results for the free energy of
three-dimensional free Wilson fermion system. Figure 6
compares the numerical results with the exact values for
the free energy as a function of the fermion mass m. The
latter is obtained by an analytical calculation in the
momentum spaces. It is hard to detect the deviation
between the measured values with Dcut ≥ 14 and the exact
ones. In Fig. 7, we directly plot the magnitude of the error
defined by

δFE ¼ j lnZexact − lnZðDcutÞj
j lnZexactj

; ð57Þ

which clarify the difference between the numerical results
with the exact values. We observe that the error decreases
monotonically in the range of 0 ≤ m ≤ 2 as Dcut increases
from 14 to 22. It is also noted that the error diminishes
monotonically as the fermion mass becomes larger. The

maximal error is about 0.2% at m ¼ 0 and the minimal one
is about 0.02% at m ¼ 2. Figure 8 compares the errors as a
function of the Dcut for some m. The error change most at
m ¼ 2.0 and least at m ¼ 0 for Dcut.

B. Chiral condensate

We summarize the results for the chiral condensate in
Figs. 9 and 10. The former plots the numerical results as a
function of the fermion mass m together with the exact
values. We find a clear deviation between them nearm ¼ 0.
The latter shows the magnitude of the error defined by

δCC ¼ jhψ̄ψiexact − hψ̄ψiðDcutÞj
jhψ̄ψiexactj

: ð58Þ

The error reduces monotonically as the fermion mass
increases. This is a similar tendency as observed for the
error of the free energy. The maximal error is about 5% at
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FIG. 8. Error of free energy defined by Eq. (57) as a function
of Dcut.
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FIG. 9. Chiral condensate as a function of m.
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FIG. 10. Error of chiral condensate defined by Eq. (58) as a
function of m.
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FIG. 7. Error of free energy defined by Eq. (57) as a function
of m.
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m ¼ 0 and the minimal one is about 0.1% at m ¼ 2. It
should be noted that the error does not change so much
against the increment of Dcut. The reason may be that we
use the common unitary matrices, which are optimized for
the normal tensors but not for the impure tensors, in the
coarse-graining of both tensors.

C. Fermion two-point correlation functions

We consider C11ðn1; n2Þ and C12ðn1; n2Þ as representa-
tive cases. Figures 11, 12, 13, and 14 show real and
imaginary parts of C11ðn1; n2Þ and C12ðn1; n2Þ, respec-
tively, as a function of R, which is defined by
n2 ¼ n1 þ R · 1̂. In Figs. 11 and 13, we find that the
accuracy of the real part becomes worse on m ¼ 0 as
observed for the free energy and the chiral condensate.
Another important finding is that the errors become
relatively large at larger R for all the choices of m. Here
we point out that the magnitude of the imaginary part may
give us an estimate of the magnitude of the error for the real

part, since the imaginary part is expected to vanish
theoretically. Figures 12 and 14, in fact, show that the
magnitude of the real part at R ¼ 8 are comparable with
that of the imaginary part. This indicates that the signal-to-
noise ratio of the real part at the large distance (around
R ¼ 8) may be of order of one. In our case, where the
correlation length is small, it is difficult to accurately
compute the correlation function at large separation. For
the case of the larger correlation length, however, one may
measure the long separated correlation function, whose
signal-to-noise ratio is expected to be better.

V. SUMMARY AND OUTLOOK

We have developed a method to calculate fermionic
Green functions in the framework of GHOTRG using the
impure tensors. The validity of the method is tested by
calculating the chiral condensate and the fermion two-point
correlation functions in the three-dimensional free Wilson
fermion system on a 2563 lattice, where we employ 0 ≤
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FIG. 13. Real part of C12ðn1; n2Þ.
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FIG. 14. Imaginary part of C12ðn1; n2Þ.
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FIG. 11. Real part of C11ðn1; n2Þ.
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FIG. 12. Imaginary part of C11ðn1; n2Þ.
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使用計算機 使用計算機

に○ 

配分リソース※ 

当初配分 追加配分 

HA-PACS/TCA ○ 14400 0 
COMA ○ 25920 0 
Oakforest-PACS ○ 10000 0 
※配分リソースについてはノード時間積をご記入ください。 

 


